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第3章 二度空間座標系統及幾何形狀

本章主要內容在介紹二度空間的座標系統和在二度空間內一些幾何形狀的表達方式。座標系統包括我們最常用到的卡笛森座標系統(Cartesian Coordinate System)和同構座標系統(Homogeneous Coordinate System)。幾何形狀則包括在這些座標系統中要表現的點、線段及多邊形。本章共分六節，第一節說明點、線段及多邊形在電腦繪圖內之一種表達方式；第二節論及物件轉換和座標系統轉換的相異點；第三節詳細描述物件之三個轉換，也就是對物件做改變比例、平移及旋轉之轉換；第四節介紹卡笛森座標系統和同構座標系統；第五節說明如何將三個轉換交互執行，如先平移而後再旋轉，以增加處理物件之能力；最後一節則考慮一些較不常用之轉換。最後，我們以OpenGL進階篇介紹一些函式來結束本章之介紹。

3.1 二度空間之幾何圖形--點、線段及多邊形
電腦繪圖在二度空間的幾何圖形中，主要畫的是平面上的點、線段及多邊形，至於其他以曲線之繪製，乃將曲線表達為一連串之直線，而後逐一畫出。
二度空間之點(x,y)，基本上是由以x, y為元素之二維向量[x y]來代表，而一端點在(x1,y1), (x2,y2)之線段，則由一個2x2之矩陣
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來代表；至於一n邊形，則以一個nx2之矩陣
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來代表，其中(x1,y1)為參考點，其餘點之順序則為沿順時鐘方向所遇見之端點。舉例來說，圖 3.1(a)(b)(c)分別代表一點(x,y)、一線段其兩端點位置在(x1,y1), (x2,y2)及一三角形其三個頂點為(x1,y1), (x2,y2), (x3,y3)。注意到線段及多邊形之代表方式並不唯一，也就是說
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    (b) 
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(c) 
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圖 3.1 (a)點 (b)線 (c)面之表達方式

現在考慮在輸出設備上畫一條由(x1,y1)到(x2,y2)的直線或向量，為便於解釋，我們假想(x1,y1)位於原點，也就是將此線段是為由原點射出之向量。同時，我們稱輸出設備上之座標為整數座標，也就是其內之座標點(x,y)中，x與y皆為整數。以圖 3.2為例，整數座標內之點皆應位於一水平線與垂直線之交點，我們也同時稱這些點為影像點。首先，我們假設射出方向在第一象限(如圖 3.2)，我們考量此線段應對應到哪一些影像點，使得螢幕將這些影像點展現出來代表這一直線。舉例來說，當(x1,y1)和(x2,y2)個別為(0,0)和(11,4)(圖 3.2中之線段L1)，假設此直線之方程式為y=mx+b，由(x1,y1)和(x2,y2)，我們可求得m=(y2-y1)/(x2-x1)和b=y1-mx1。為求相對應於整數座標上之點，我們先假設(x1,y1)和(x2,y2)皆為整數座標上之點，我們要求介於這兩點之間的哪些影像點來趨近此直線較合理。首先我們構想利用所有介於(x1,y1)和(x2,y2)之間的整數x值，來求相對應的y值(代入y=mx+b)；然後將y值四捨五入後所得之點(x,round(y))，即為我們要的影像點，其中round(y)表示對y值四捨五入後之值。以此構想，我們可畫出介於(x1,y1)和(x2,y2)之間的影像點來連接(x1,y1)和(x2,y2)。
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圖 3.2 整數座標中直線之表示方式

在以上的假設下，此線段的演算法為：

演算法 一 (｜斜率｜( 1之線段繪製)

Input (x1,y1), (x2,y2) // 影像點 (x1,y1), (x2,y2), x1<x2, y1<y2, |(y2-y1)/(x2-x1)| (1

m= (y2-y1)/(x2-x1);

b= y1-mx1;

(x,y)= (x1,y1);

plot(x,y);

step= x2-x1;

for i= 1 to step do {

x= x+1;

y= mx+b;

plot(x,y);

}
然而，此演算法只適用於
[image: image14.wmf]1

1

2

1

2

£

-

-

=

x

x

y

y

m

的情況，當斜率很大(m(()和斜率很小(m(-()的直線，將會有較不清晰的直線圖形。舉例來說，以圖 3.2中兩個線段為例，在使用上述演算法的情況下，我們對線段L1找到了12個影像點(其x值個別為0,1,2,...,11)，而對線段L2找到了5個影像點(其x值個別為0,1,2,...,4)。也就是我們用不同的影像點數來趨近同樣長度的兩條線段，很自然的可瞭解到以此演算法所畫出來的L2線段將較不清晰。

我們修改以上演算法，使斜率很大(m(()和斜率很小(m(-()的線段也能畫出清晰的圖形。在這種斜率下的線段，我們利用所有介於(x1,y1)和(x2,y2)之間的整數y值，來求相對應的x值(代入x=(y-b)/m)，然後將x值四捨五入後求得之點(round(x),y)即為我們要的影像點。我們利用直線之斜率來判斷應使用哪一種方式繪圖。假使直線之斜率|m|(1，則我們利用x來求y；假使直線之斜率|m|>1，則我們利用y來求x。

( 練習 有一由(x1,y1)到(x2,y2)之線段，x1<x2, y1<y2, |(y2-y1)/(x2-x1)|>1，請寫出演算法來繪製此線段。
事實上，我們並不是每一次都需要代公式來求x或y值(x=(y-b)/m,y=mx+b)，我們可利用前一個點為四捨五入前的(x,y)值與斜率m來求下一點的值。當斜率為m時，我們知道x之值每增加1，相對應的y值則增加m，我們記做((x,(y)=(1,m)；同樣的，當y之值增加1時，x之值就增加1/m，我們記做((x,(y)=(1/m,1)(圖 3.3)。
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圖 3.3 斜率不同直線之(Δx,Δy)變化量

我們將上述適用於線段斜率|m|(1的演算法與線段斜率|m|>1演算法合併，同時加入本段所述，以前一點之值加上一個增加值，但線段仍射入第一象限，則可得到以下之演算法：

演算法 二 (第一象限內之線段繪製)

Input (x1,y1), (x2,y2) // 影像點 (x1,y1), (x2,y2), 0<x1<x2, 0<y1<y2

if ((y2-y1)>(x2-x1)){    // |m|>1

step= y2-y1;

(x= (x2-x1)/step;

(y= 1;

} 
else {   // |m|(1

step= x2-x1;

(x= 1;

(y= (y2-y1)/step;

}

(x,y)= (x1,y1);

plot(x,y);

for i=1 to step do {

x= x+(x;

y= y+(y;

plot(round(x),round(y));

}
我們已討論了直線方向指向第一象限的情況，現在要將此演算法擴大到此線段指向任何方向。我們得到：

演算法 三 (線段之繪製)

Input (x1,y1), (x2,y2) // 影像點 (x1,y1), (x2,y2)

dx= x2-x1; dy= y2-y1;
if (|dy|>|dx|)   // |m|>1

step= |dy|;

else step= |dx|;
// |m|(1

(x= dx/step;

(y= dy/step;

(x,y)= (x1,y1);

plot(round(x),round(y));

for i= 1 to step do {

x= x+(x;

y= y+(y;

plot(round(x),round(y));

}

注意到在演算法 一中，我們代公式來求新點(x=x+1,y=mx+b)，在每次計算新點時需有兩次加減法及一次乘除法的計算；然而，在演算法 三中，新點的計算(x=x+(x;y=y+(y)只需要兩個加減法即可。因此，我們可說第三個演算法比第一個快。然而，在第三個演算法中，我們仍有一些數值是做實數的運算，如x, y, (x, (y等。我們知道在計算機中，除了乘除運算比加減運算費時外，實數運算也比整數運算費時；假使有一個演算法僅利用整數運算，將可於更短的時間內求出要繪製之線段。Bresenham引出利用整數運算就求出繪製直線影像點的方法，其概念簡述如下：

假定端點為(x1,y1)和(xn,yn)之直線繪製後影像點為(x1,y1), (x2,y2),……(xn,yn)，現考慮圖 3.4a中直線L及x=xi之直線L(之交點，其相對影像點為最接近該點之影像點。

我們想從(xi,yi)之值及直線L的斜率(介於0與1之間)來求(xi+1,yi+1)。由(xi,yi)為L之點可知，L交L(於(xi,y)，其中yi-0.5(y(yi+0.5。由於直線L之斜率介於0與1之間，我們可保證直線L交x=xi+1之直線於(xi+1,y()。

在圖 3.4(b)中，我們知道y(最小值可發生在當直線L為經過(xi,yi-0.5)且斜率為0時，也就是y(之最小值為yi-0.5；而在圖 3.4(c)中，我們知道y(之最大值發生在當直線L為通過(xi,yi+0.5)且斜率為1時，也就是y(之最大值非常接近yi+0.5。綜合以上，我們知道yi-0.5( y((yi+1.5，因而得到代表直線L的下一個像素應為(xi+1,yi)或(xi+1,yi+1)。
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 (a) 直線L的範圍　　

   (b) y(之最小值 



(c) y(之最大值

圖 3.4 以直線L之斜率求下一點之座標

接著，我們要經由整數計算直線L之斜率特性及代表L的一個像素(xi,yi)，來求代表L的下一個像素(xi+1,yi+1)。假設直線L之方程式為y=mx+b, 0(m(1，由上一段文字描述可知，我們需決定(xi+1,yi+1)應為(xi+1,yi)或(xi+1,yi+1)。假設直線L交x=xi+1之直線於y，我們定義d1=(yi+1.5)-y, d2=y-(yi-0.5)(如圖 3.5)，若d1-d2>0，也就是y之值較接近yi，則我們選擇(xi+1,yi+1)=(xi+1,yi)；反之，若d1-d2(0，也就是y較接近yi+1，則我們選擇(xi+1,yi+1)=(xi+1,yi+1)。
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(a) d1-d2>0, (xi+1,yi+1)=(xi+1,yi) 


  (b) d1-d2(0, (xi+1,yi+1)=(xi+1,yi+1)

圖 3.5 以d1,d2求算(xi+1,yi+1)

其中y之值可由直線方程式以x=xi+1代入求出，也就是y=m(xi+1)+b。

由d1=(yi+1.5)-y及d2=y-(yi-0.5)，可得
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所以d1-d2=2yi-2m(xi+1)-2b+1

現在，我們將上式乘以Δx=(x-x1)，由於直線L之斜率為
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先前，我們由d1-d2之正負值來決定選取之像素為(xi+1,yi)或(xi+1,yi+1)。由於Δx>0，我們同樣可由Pi=Δx(d1-d2)來決定應選取之像素為何，也就是當Pi>0時(y較接近yi)，我們選擇(xi+1,yi+1)=(xi+1,yi)；反之，則選擇(xi+1,yi+1)=(xi+1,yi+1)。

在此我們希望直接經由Pi來求Pi+1，先將這兩個值列出如下二式：
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兩式相減得到

Pi+1-Pi=2Δx(yi+1-yi)-2Δy(xi+1-xi)

由於xi+1=xi+1，我們可得到

Pi+1-Pi=2Δx(yi+1-yi)-2Δy
注意到當Pi(0時，我們選擇了(xi+1,yi+1)=(xi+1,yi+1)，因而得到

Pi+1=Pi+2Δx(yi+1-yi)-2Δy=Pi+2(Δx-Δy)

而當Pi>0時，我們選擇(xi+1,yi+1)=(xi+1,yi)，因而得到

Pi+1=Pi+2Δx(yi+1-yi)-2Δy=Pi-2Δy
以上公式給予我們經由Pi來求Pi+1；然而，如何求P1值呢？由Pi之公式，我們得到
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將y1代入直線L之方程式，得到y1=mx1+b=
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我們總結Bresenham演算法對斜率介於0至1之間的直線繪製為(假設直線兩端點為(x,y)和(x(,y(), x(x(, y(y()：

1. 輸入直線兩端點(x,y)及(x(,y()。

2. i=1;

Δx=x(-x; Δy=y(-y; P1=2Δy-Δx; (x1,y1)=(x,y);

Const1=2(Δx-Δy); Const2=-2Δy;

3. while (i≠Δx) {

if (Pi(0) {

(xi+1,yi+1)=(xi+1,yi+1);

Pi+1=Pi+Const1; }

else {

(xi+1,yi+1)=(xi+1,yi);

Pi+1=Pi+Const2; }

i++;

}

注意到在此處2(Δx-Δy)和2Δy僅計算一次，其餘運算皆為整數的加減運算。

目前我們只討論斜率介於0和1之間的直線繪製，當直線斜率介於1至無窮大時，我們可經由增加yi之值(yi+1=yi+1)來求xi；另外對負斜率之直線，我們亦可以類似之分析方法求得演算法。

( 練習 假設L1、L2皆為通過原點之直線，斜率分別為0.6, 2.4，則根據Bresenham演算法，當x為1和2時，其y值分別為何？

目前我們使用的繪圖軟體，則僅需告知兩端點之座標，就有以寫好之程式可供利用，可說十分方便。同時，實際繪製幾何圖形時，我們可事先設定一些參數，如所繪製筆的顏色、筆尖的寬細（所畫出點或線段的大小粗細）、以實線或虛線繪圖、正多邊型的內部用何種方式來填滿(塗色或畫圖樣等)。

OpenGL  篇

本節OpenGL篇將介紹如何用OpenGL指令去繪出平面上的點、線段及多邊形。

我們需使用glBegin(形狀)與glEnd()兩個函式去完成繪製，而在glBegin(形狀)的函式中，變數形狀表示我們所要繪製的圖形，如GL_POINTS,GL_LINES,GL_POLYGON等，分別代表繪製點、線段及多邊形。我們亦可去設定點的大小與線的寬度，使用glPointSize(size)與glLineWidth(width)，其兩個函式的參數內定值皆為1.0像素點數。在OpenGL函式中，我們將詳述上述之OpenGL函式。

OpenGL 函式介紹

void glBegin(GLenum mode); void glEnd(void);

函式glBegin()是標示欲繪製之幾何圖形中端點列的開始。
函式glEnd()是標示欲繪製之幾何圖形中端點列的結束。

說明：
glBegin與glEnd函數是一組函數，用來描述N個點、N個線或N個封閉多邊型的各個頂點的原始位置。這些頂點的位置及色彩等，都需被描述在glBegin與glEnd之間。
參數：
mode：表示其標記的幾何圖形的形狀，其形狀有點、線、多邊形、圓形選項包括(如圖 3.6)：
GL_POINTS 
每個端點各別是一個點，可描述獨立的n個點。

GL_LINES
從起始端點開始，每兩個點成一線段，且其所成之線段不一定相連。第n條線由第2n-1與2n點所定義，共有n/2條直線被描述出來。
GL_LINE_STRIP

狹長之線，由一起始端點開始至第二個端點再連接至第三個端點…至第n個端點，所形成n-1條的連續線段。

GL_LINE_LOOP 

連續線段，由一起始端點開始至第二個端點再連接至第三個端點…至第n個端點，最後再連接至起始端點所形成n條的連續線段。
GL_TRIANGLES 

從起始端點開始，每三個點成一獨立三角形。第n個三角形由第3n-2, 3n–1和3n之端點所定義，共有n/3 個三角形被描述出來。
GL_TRIANGLE_STRIP 

相互連接的多個三角形，第n(奇數)個三角形由第n, n+1和n+2之端點所定義出來的，第n個（偶數）三角形由第n+1, n和n+2之端點所定義出來的。故共有n-2個三角形被描述出來。
GL_TRIANGLE_FAN 

相互連接的多個三角形，每個三角形皆以起始端點為一點，也就是說，第n個三角形由起始點、第n+1和n+2之端點所定義出來的。共有n-2個三角形被描述出來。

GL_QUADS 

從起始端點開始，每四個點成一獨立之四邊形。第n個四邊形由第4n-3, 4n-2, 4n-1和4n之端點所定義出來的，共有n/4個四邊形被描述出來。若總端點數非4的倍數，則最後無法成一四邊形的點，即被忽略。

GL_QUAD_STRIP 
互相連接之四邊形，第n個四邊形由第2n-1, 2n, 2n+2和2n+1之端點所定義出來的，共有n個四邊形被描述出來。其總端點數至少須為4，且總端點數若為奇數，則最後一個端點忽略。

GL_POLYGON 

多邊形，由起始點至第n端點所形成的一個封閉多邊形。
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 GL_QUAD_STRIP 


  GL_POLYGON

圖 3.6 OpenGL的幾何圖形及其對應的參數

範例：
glBegin(GL_POLYGON);


glVertex2f(10.0,10.0);


glVertex2f(10.0,30,0);


glVertex2f(40.0,10.0);

glEnd(); //描述一個封閉的三角形，端點各位於(10,10),(10,30),(40,10)

void glVertex{234}{sifd}[v](TYPE coords);

用來描繪幾何物件中的(頂)點。
參數
此函式可有2、3、4個參數值，且其用來描述端點位置的參數數值之型態(type)，可為正整數(s)、整數(i)、浮點數(f)、倍精確度浮點數(d)，需參考函數名稱後之{sifd}而定，如
glVertex2f後面的參數則需要兩個浮點數，來表示一平面上的一個端點。
glVertex3fv後面的參數則需要三個型態為指標(pointer)的浮點數。

注意事項：
glVertex指令必須放在glBegin與glEnd之中，用來描述一個圖形物件，若沒有包括在glBegin與glEnd之中，則會被視為無效的命令。

範例：
glVertex2f(10.0,100.0); //表示一個位於(10.0,100.0)的端點。
float location[]=(10.0,100.0); //先宣告指標之值
glVertex2fv(location); //用指標(pointer)來表示一個位於(10.0,100.0)的端點。
void glPointSize(GLfloat size) 

用來設定預繪之點大小。

說明:

此函式可用來設定要繪製的點的大小。
size:

表點的大小值，其必須大於0.0，且預設值為1.0個像素點。
範例：
glPointSize(2.0); // 設定點大小為2個像素點
void glLineWidth(GLfloat width) 

用來設定線條寬度大小。

說明:

此函式可用來設定要繪製的線段的寬度。
Width:

線段寬度值，其必須大於0.0，且預設值為1.0像素點數。
範例：
glLinewidth(2.0); // 設定線寬為2個像素點
程式 3.1 以C++及OpenGL撰寫一程式片段來執行以下動作

        (1) 繪製四個點其座標個別為(25.0,25.0), (175.0,25.0), (175.0,175.0), (25.0,175.0)

        (2) 繪製兩條線其端點個別為(25.0,225.0), (175.0,225.0)和(175.0,275.0), ( 25.0,275.0)

        (3) 繪製一四邊型其端點四個頂角為(225.0,225.0), (225.0,375.0), (375.0,375.0), (375.0,225.0)

GLfloat size = 5.0; Glfloat width = 1.0;

void CALLBACK display(void)
{   


glClear(GL_COLOR_BUFFER_BIT|GL_DEPTH_BUFFER_BIT);
//詳見第?章

   glPointSize(size); //設定畫點的大小為5.0

   //畫四個座標點(2f 表兩個浮點數)

   glColor3f(0.0f,0.0f,0.0f); //設定顏色為黑色
//詳見第七章

glBegin(GL_POINTS); 


glVertex2f(25.0f,25.0f); //畫點(25.0,25.0)

glVertex2f(175.0f,25.0f); //畫點 (175.0,25.0)

glVertex2f(175.0f,175.0f); //畫點 (175.0,175.0)

glVertex2f(25.0f,175.0f); //畫點 (25.0,175.0)

glEnd();


//畫三條線段

   glLineWidth(width);//改變線段的寬度


glColor3f(0.0f,0.0f,1.0f); //設定顏色為藍色
  
glBegin(GL_LINES); 


glVertex2f(25.0f,225.0f); //畫一條線段從點(25.0,225.0)到點(175.0,225.0) glVertex2f(175.0f,225.0f);    


glVertex2f(175.0f,275.0f); //畫一條線段從點(175.0,275.0)到點(25.0,275.0) 

glVertex2f(25.0f,275.0f);  

glEnd();


//畫一個四邊形


glColor3f(1.0f,0.0f,0.0f); //設定顏色為紅色

glBegin(GL_POLYGON); //利用畫多邊形來畫四邊形

glVertex3f(225.0f,225.0f,0.0f); //構成四邊形的四個端點

glVertex3f(375.0f,225.0f,0.0f);


glVertex3f(375.0f,375.0f,0.0f);


glVertex3f(225.0f,375.0f,0.0f);


glEnd();

}
程式輸出即如下圖所示，點、線及四邊形分別由黑、藍及紅色表示。
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3.2 物件轉換及座標系統轉換

在電腦繪圖中，我們常會考量將一物件在二度空間亦或三度空間中做物件轉換或座標系統轉換，這些物件可為一些幾何物件，如點、線段、多邊形、球、圓柱體、甚至一些更為複雜之幾何物件，而這些轉換包括了變更比例、平移及旋轉。在討論這三項轉換之前，我們必須先瞭解物件轉換和座標系統轉換的相異性。
物件轉換是針對一物件做改變比例、平移及旋轉等操作，在做這些動作的同時，座標系統並未改變，而物體卻改變了大小及位置。座標系統轉換則恰好相反，也就是說座標系統轉換使得物件雖然大小及位置未變，但由於座標系統改變，使其相對應的座標值改變。舉例來說，假使我們以
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來代表一個在XY平面座標系統中之三角形，我們對此物件個別做物件轉換及座標系統轉換。首先，我們給定一些符號來代表改變比例、平移和旋轉：

S(Sx,Sy)代表著改變比例之轉換，Sx和Sy代表著以原點為中心，對X軸和對Y軸之比例改變。
T(Tx,Ty) 代表著平移之轉換，Tx和Ty代表著對X軸和對Y軸之平移。
R(()代表著旋轉之轉換，(代表著以原點為中心，逆時鐘旋轉之角度。

同時，我們給定符號來設定物件及座標之轉換(假設M為S(Sx,Sy)、T(Tx,Ty)或R(())：

[.]MXY代表著對物件[.]在XY平面中做轉換。
[.]XYM代表著[.]在XY座標系統中，將XY座標系統作轉換所求得之新的座標點。此時[.]內之座標點仍是XY平面之座標點。
[.]XYM代表著對XY座標系統作轉換後之新座標系統XYM，所對應的新座標[.]。
以XY座標平面上(2,2), (2,4), (6,2)為頂點之三角形
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為例(圖 3.7)，
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S(1/2,1/2)XY是對此三角形在XY座標平面上，以原點為中心比例縮小一半(邊長縮小一半，內部面積為原來的1/4，如圖 3.8a)。在比例縮小後的新座標為
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，我們記做
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S(1/2,1/2)則是對同一三角形，做座標系統縮小一半比例之轉換，也就是將其在XY座標平面上的座標改變成在X(Y(上的座標，其中，X(Y(之座標則為XY座標系統改變其比例為原來的一半之座標系統。由於座標系統縮小一半，相對應之座標點則變成兩倍，因此在新座標系統中，此三角形所對應之點為
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圖 3.7 頂點為(2,2), (2,4), (6,2)之三角形

現在，我們經由以下三個例子來瞭解物件轉換和座標系統轉換的相異性。在此，我們僅針對其相異性來討論，至於如何求出改變比例、平移及旋轉後的新座標，將在下一節中描述。

這三個例子各表達了這兩種轉換在改變比例、平移及旋轉上的相異性。我們以在XY平面上之三角形
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為例(圖 3.7)，對物件和座標系統各做(1)S(1/2,1/2)、(2)T(2,1)和(3)R((/2)之轉換，以數學式表示個別為：
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S(1/2,1/2) (對座標轉換)。
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T(2,1)。
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我們先考量物件轉換的三個例子，也就是
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(圖 3.8a)，我們記做
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。同理，在第二個和第三個例子中，我們對此三角形作平移(圖 3.8b)及旋轉之轉換(圖 3.8c)，得到
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圖 3.8 對圖 3.7之三角形作(a)比例縮小(b)平移(c)旋轉
接著，我們考量座標系統轉換的三個例子，也就是
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R((/2)。第一個例子，
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S(1/2,1/2)是將座標系統縮小一半，也就是原來在X軸上與原點距離為1之點，在新的座標系統中，在X(軸上與原點之距離為2。因此，此三角形在新的座標系統X(Y(=XYS(1/2,1/2)內之座標為
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(圖 3.9a)。同理，在第二和第三個例子中，我們對此XY座標系統作平移(圖 3.9b)及旋轉之轉換(圖 3.9c)，得到
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圖 3.9 對圖 3.7之座標系統做(a)比例縮小(b)平移(c)旋轉

整合以上例子，我們得到
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注意到物件轉換和座標系統轉換是相對的。一物件(如三角形)對其做S(Sx,Sy)比例改變、T(Tx,Ty)平移和R(()旋轉所得之新座標各和對同一三角形對座標系統做S(1/Sx,1/Sy)比例改變、T(-Tx,-Ty)平移和R(-()旋轉所得之新座標相同。因此，我們只要針對其中一項做描述，另一項很自然的就可以瞭解。本書所提及之轉換，若無特別明示，則是針對物件來做轉換。

( 練習 請繪製XY平面上之線段
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S(2,2)。
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3.3 二度空間之轉換--改變比例、平移及旋轉之轉換
在二度空間理，我們對一物件做以下三種轉換:

(1) S(Sx,Sy)--以原點為中心，對物件在X軸及Y軸之分向量做Sx和Sy比例上的改變。
(2) T(Tx,Ty)--對物件做Tx和Ty的平移。
(3) R(()--以原點為中心，對物件做逆時鐘方向旋轉(角。
在探討過此三種轉換之後，我們將針對這三種轉換做連續轉換，如對物件先做平移再作旋轉。
3.3.1 二度空間之轉換--改變比例

現在我們先考慮比例改變之轉換。我們想對某一座標點(x,y)做S(Sx,Sy)的比例改變，其中Sx>0,Sy>0，則新的座標點(x(,y()為：
(x(,y()= (x*Sx,y*Sy)
在此公式之下，當Sx>1, Sy>1時，新點(x(,y()將離原點較遠(圖 3.10a)；反之，當0<Sx<1, 0<Sy<1時，新點(x(,y()將離原點較近(圖 3.10b)。若0<Sx<1, Sy>1，則新點(x(,y()離Y軸較近，而遠離X軸(圖 3.10c)；反之，若Sx>1, 0<Sy<1，則新點(x(,y()離X軸較近，而離Y軸較遠(圖 3.10d)。
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(a) Sx>1, Sy>1








 (b) 0<Sx<1, 0<Sy<1
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(c) 0<Sx<1, Sy>1







 (d) Sx>1, 0<Sy<1

圖 3.10 對座標點(x,y)做S(Sx,Sy)

在討論完點之改變比例後，其他幾何物件(如線段、多邊形等)就變得十分簡單。以圖 3.11a中的正方形為例，當Sx>1,Sy>1時，改變比例後之圖形將放大(圖 3.11b, Sx=Sy=2)；若0<Sx<1, 0<Sy<1，則改變比例後之圖形將縮小(圖 3.11c, Sx=Sy=1/2)；若0<Sx<1, Sy>1，則圖形沿著X軸縮小而沿著Y軸放大，也就是圖形變的較為高挑(圖 3.11d, Sx=1/2,Sy=2)；若Sx>1, 0<Sy<1，則圖形沿著X軸放大而沿著Y軸縮小，也就是圖形變的較為矮胖(圖 3.11e, Sx=2,Sy=1/2)。
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(a) 原正方形
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(b) Sx=Sy=2




 


  
(c) Sx=Sy=1/2
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(d) Sx=1/2, Sy=2




 


 (e) Sx=2, Sy=1/2

圖 3.11 對(a)之正方形做S(Sx,Sy)
注意到當Sx=0, Sy=1時，也就是做S(0,1)的比例改變，所有的點(x,y)對應到(x(,y()=(0,y)，也就是對點做在Y軸上的正交投影(投影方向與Y軸垂直)。在圖 3.7中的三角形，經S(0,1)的比例改變(圖 3.12a)，會將三個頂點對應到Y軸上，而產生一線段。其中，三角形的一個頂點對應到線段一端點、而另兩個頂點同時對應到線段的另一端點。以同樣模式考量S(1,0)的比例改變時(圖 3.12b)，所有的點(x,y)對應到(x(,y()=(x,0)，也就是對點做在X軸上的投影。若經由S(0,0)的比例改變，所有的點(x,y)對應到(x(,y()=(0,0)，也就是原點。

接下來我們考量Sx=0, Sy>0之狀況，也就是做S(0,Sy)的比例改變，所有的點(x,y)對應到(x(,y()=(0,y*Sy)，也就是這些點除了對Y軸做投影外，同時也改變對Y軸的比例(圖 3.12c, Sy=2)。同理，假使做S(Sx,0)的比例改變，所有的點(x,y)對應到(x(,y()=(x*Sx,0)，也就是這些點除了對X軸做投影外，同時也改變對X軸的比例(圖 3.12d, Sx=2)。
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 (a) S(0,1)








   (b) S(1,0)
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 (c) S(0,2)








   (d) S(2,0)
圖 3.12 對圖 3.7之三角形做Sx=0或Sy=0之比例改變

現在考慮S(-1,1)的比例改變，座標點(x,y)會對應到(x(,y()=(-x,y)，也就是這點對Y軸做鏡射的動作。同理，S(1,-1)即是將點對X軸做鏡射的動作，而S(-1,-1)則是對原點做鏡射之動作。圖 3.13a為圖 3.7之三角形經過S(-1,1)、S(1,-1)和S(-1,-1)之改變比例後的圖，也就是對Y軸、X軸和原點的鏡射後之圖。

接下來考慮Sx=-1, Sy>0之狀況，也就是做S(-1,Sy)的比例改變，所有的點(x,y)對應到(x(,y()=(-x,y*Sy)，也就是除了對Y軸做鏡射外，同時也改變了Y軸分向量的比例(圖 3.13b)。同理，S(Sx,-1)則是將點對X軸做鏡射的動作，同時也改變了X軸分向量的比例(圖 3.13c)。

[image: image129.wmf]X

Y

S(-1, 1)

S(-1, -1)

S(1, -1)


(a) S(-1,1), S(1,-1)和S(-1,-1)
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(b) S(-1,2)




   (c) S(2,-1)

圖 3.13 對圖 3.7之三角形做Sx<0或Sy<0之比例改變

綜合以上的討論，我們知道Sx與Sy之絕對值會影響物件在X軸及Y軸改變比例之大小，若絕對值大於1則物件會對相對應之軸放大，小於1則縮小，等於零則整個物件投影在在Y軸(Sx=0)、X軸(Sy=0)或原點(Sx=Sy=0)上。另外，Sx與Sy之正負號則影響到其鏡射之方向，當兩個數皆為正數時，物件僅做相對之放大縮小，而不會改變其方向；當Sx為正數而Sy為負數時，物件將對X軸做鏡射之動作；當Sx為負數而Sy為正數時，物件則對Y軸做鏡射之動作；當兩個數皆為負數時，則此物件對原點做鏡射之動作。
假使我們希望對某一個物件做等比例之放大(縮小)或鏡射，但不希望此物件變形，我們可設定 |Sx|=|Sy|≠0，如此則可避免圖形變形。假使我們希望對物件做等比例之放大且圖形之左右上下方向不變，則我們可設定Sx=Sy>0。
3.3.2 二度空間之轉換--平移

這一小節主要探討的是對一物件做T(Tx,Ty)之動作，也就是沿X軸方向及Y軸方向分別平移Tx及Ty單位，則新座標為(圖 3.14)

(x(,y()= (x+Tx,y+Ty)
此處Tx與Ty可為正數或負數。當其值為正數時，代表物件平移的方向為向右(Tx>0)或是向上(Ty>0)；當其值為負數時，則代表物件的平移方向是向左(Tx<0)或向下(Ty<0)移動。
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圖 3.14 物件之平移

3.3.3 二度空間之轉換--旋轉

現在我們想對一物件做R(()之動作，也就是以原點為中心，將物件逆時鐘旋轉角(。若以(x,y)為此物件上之一點，其相對應之點(x(,y()應如何求得？考慮圖 3.15，我們可得:

x= r cos(α)

y= r sin(α)

x(= r cos(α+()= r cos(α)cos(()-r sin(α)sin(()

y(= r sin(α+()= r sin(α)cos(()+r cos(α)sin(()

因此，我們得到
(x(,y()= (xcos(()-ysin((),xsin(()+ycos(())
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圖 3.15 物件之旋轉

3.3.4 二度空間之轉換--連續轉換
假使我們希望以某一特定點為中心，對一物件做比例改變。若此特定點並非原點，則我們前面所提及之單一轉換S(Sx,Sy)、T(Tx,Ty)和R(θ)皆無法滿足此需求。幾例來說，我們想將圖 3.16a中之大長方形以其中一端點(a,b)為中心作比例大小之改變。猶如我們想放大或縮小電腦螢幕上的視窗。基本上需有三個動作(假設[.]代表此長方形):
(1) 對XY軸做T(a,b)之平移(X1Y1=XYT(a,b))，也就是對物件做T(-a,-b)之平移(圖 3.16b)：
(x1,y1)= (x-a,y-b)。

(2) 對物件在X1Y1平面上做S(Sx,Sy)之比例改變([.]S(Sx,Sy)X1Y1)(圖 3.16c)：
(x2,y2)= (x1Sx,y1Sy)。
(3) 對X1Y1軸做T(-a,-b)之平移(X3Y3=X1Y1T(-a,-b))，也就是對物件做T(a,b)之平移(圖 3.16d)：
(x3,y3)= (x2+a,y2+b)。

注意到點在X3Y3平面為XY平面平移T(a,b)後再平移T(-a,-b)，因此，和XY在平面之座標相等。合併上列方程式，得到：
(x3,y3)= ((x-a)Sx+a,(y-b)Sy+b)
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(a) 以(a,b)為中心做S(Sx,Sy)之比例大小改變 

  (b) 對XY軸做T(a,b)
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(c) 對物件在X1Y1上做S(Sx,Sy)



   (d) 對X1Y1軸做T(-a,-b)

圖 3.16 對(a)之大長方形做連續轉換

範例 3.1  對XY座標平面上四點(2,2), (6,2), (6,4), (2,4)為頂點之長方形(圖 3.17a)，以其中一端點(2,2)為中心做S(1/2,1/2)之比例改變。
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(1) 對XY軸做T(2,2)之平移(X1Y1=XYT(2,2))，也就是對物件做T(-2,-2)之平移
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(圖 3.17b)

(2) 對物件在X1Y1平面上做S(1/2,1/2)之比例改變([.]S(1/2,1/2)X1Y1)
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(圖 3.17c)

(3) 對X1Y1軸做T(-2,-2)之平移(X3Y3=X1Y1T(-2,-2))，也就是對物件做T(2,2)之平移
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 (圖 3.17d)
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即為比例改變後之長方形，也就是以(2,2), (4,2), (4,3), (2,3)為頂點之長方形。

當然，我們也可以利用合併之計算來求得答案：
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[image: image148.wmf]X

Y

          
[image: image149.wmf]X

Y


(a) 








(b)


[image: image150.wmf]X

Y

          
[image: image151.wmf]X

Y


(c) 








 (d)

圖 3.17 對(a)之長方形做連續轉換

OpenGL  篇

本節OpenGL篇將介紹如何用OpenGL指令去作物件的轉換，其中包含縮放(glScalef(x,y,z))、位移(glTranslatef(x,y,z))與旋轉(glRotatef(angle,x,y,z))。每一個指令皆代表一個轉換矩陣，來對物件做轉換的動作。注意到這裡的函式都有x, y, z的參數，也就是三度空間的參數；事實上，OpenGL提供的轉換矩陣，皆為4×4的同構座標矩陣(同構座標系統將於下節中說明)，即為三度空間的轉換矩陣。

關於OpenGL的轉換矩陣及其間的運算，我們於三度空間的轉換中(第五章)會有更詳盡的說明，本章只做二度空間的單一及組合式的轉換。此處我們較關心這些三度空間的函式是否可用於二度空間。答案是可以的，當然不是少寫一個參數，而是去模擬二度空間的轉換。譬如，我們想在二度空間對一個物件做平移，只要把glTranslatef(x,y,z)中的參數z設為0，物件的移動就會限制在XY座標平面上了。其他的轉換也可以類似的方法做出二度空間的轉換。

OpenGL 函式介紹
void glScale{f,d}(TYPE x, TYPE y, TYPE z);

對一個繪圖物件做縮放的函式。

說明：
對所在的座標軸以原點為中心，作一定比例的縮小或放大；進而讓繪圖物件作相對的放大或縮小。

參數：
Type：

分別為d(double)與f(float)如下所示：
void glScaled(GLdouble x,GLdouble y,GLdouble z );
void glScalef(GLfloat x,GLfloat y,GLfloat z );
x, y, z：

為比例改變之數值，其中x表對X軸作變化，y表對Y軸作變化，z表對Z軸作變化。若當(x,y,z)=(1,1,1)時，繪圖物件大小不變；當參數值大於1時，則物件會沿該參數代表之座標軸放大；若參數值介於0與1之間，物件即沿座標軸縮小。另外，當某些參數值為0時，表示對原點(x, y, z皆為0)、座標軸(x, y, z有兩個為0)或平面(x, y, z有一個為0)做投影的動作。而當其參數值為負值時，表示對原點(x, y, z皆為負值)、座標軸(x, y, z有兩個為負值)或平面(x, y, z有一個為負值)做鏡射的動作
範例：
glScalef(2.0,2.0,2.0); //以原點為中心對每一軸放大兩倍，也就是物件體積放大8倍
void glTranslated{f,d}(TYPE x, TYPE y, TYPE z);

對一個繪圖物件做平移的函式。

說明：
平移一繪圖物件，物件平移後之新座標為原座標移動(x,y,z)後之值。
參數：

Type：

分別為d(double)與f(float)如下所示：
void glTranslated(GLdouble x,GLdouble y,GLdouble z );
void glTranslatef( GLfloat x,GLfloat y,GLfloat z );
x, y, z：

即為位移之數值,其中x表示原物件之X座標位移量，y表示原物件之Y座標位移量，z表示原物件之Z座標位移量。

範例：
glTranslatef(0.0,50.0,0.0); //沿著Y軸平移50單位

void glRotate{f,d}(TYPE angle, TYPE x, TYPE y, TYPE z);

對一個繪圖物件做旋轉的函式。
說明：
旋轉一繪圖物件，旋轉軸為通過(0,0,0)，且向量為(x,y,z)之直線。物件繞此軸逆時針旋轉angle角度即為物件旋轉後之位置。至於逆時針方向的判定，是以物件指向觀察者之向量來定義。
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參數：
Type：
分別為d(double)與f(float)如下所示：
void glRotated( GLdouble angle,GLdouble x,GLdouble y,GLdouble z );
void glRotatef( GLfloat angle,GLfloat x,GLfloat y,GLfloat z );
angle：

為旋轉的角度。其值為正代表逆時針方向，反之則為順時針。
x, y, z：

代表旋轉所繞之軸。(x,y,z)即為旋轉軸之直線向量，物件即繞此軸逆時鐘旋轉angle角度。舉例來說，若x=1, y=z=0表示繞X軸旋轉；y=1, x=z=0表示繞Y軸旋轉；而z=1, x=y=0則代表繞Z軸旋轉。注意到當x=1, y=z=0時，物件旋轉θ角和當x=-1, y=z=0時，物件旋轉-θ角，其結果是相同的。

範例：
glRotatef(90.0, 0.0, 0.0, 1.0); // 沿著Z軸逆時針方向旋轉90度

glRotatef(90.0,1.0,1.0,1.0); // 以向量(1.0,1.0,1.0)為軸，逆時針旋轉90度

程式 3.2 撰寫一程式來對一個三角形作
        (1) S(1/2,1/2)改變比例。
        (2) T(200,0)平移。

        (3) R(π/2),R(-π/2), R(π)旋轉。
    // 繪製三角形的副程式

    void DrawTriangle(void)
    {

glBegin(GL_TRIANGLES);  


glVertex2f(125.0f,125.0f);  


glVertex2f(125.0f,225.0f);


glVertex2f(275.0f,275.0f);


glEnd();
     }

void CALLBACK display(void)

{


glClear(GL_COLOR_BUFFER_BIT|GL_DEPTH_BUFFER_BIT);

glColor3f(0.0f,0.0f,0.0f); // 設定顏色為黑色
// 繪製座標軸


glLineWidth(2.0); // 設定線段寬度為2.0

glBegin(GL_LINES);

    glVertex2f(-300.0f,0.0f); // 繪製X軸

glVertex2f(300.0f,0.0f);

    glVertex2f(0.0f,-300.0f); // 繪製Y軸

glVertex2f(0.0f,300.0f);


glEnd();

// 標示座標軸名稱

glLoadIdentity();


glTranslatef(340.0f,0.0f,0.0f);


glCallList(Xaxis); // X軸


glTranslatef(-340.0f,360.0f,0.0f);

glCallList(Yaxis); // Y軸


DrawTriangle(); // 繪製一黑色三角形


// 繪製改變比例後之三角形

glColor3f(0.0f,0.0f,1.0f); // 設定顏色為藍色


glLoadIdentity();

glScalef(0.5,0.5,1.0); // 沿X軸和Y軸改變比例為原來的1/2

DrawTriangle();
// 繪製平移後之三角形

glColor3f(1.0f,0.0f,0.0f); // 設定顏色為紅色

glLoadIdentity(); // 以原來之三角形為基準

glTranslatef(200.0,0.0,0.0); // 沿X軸平移200單位

DrawTriangle();

// 繪製旋轉後之三角形

glLoadIdentity();


glColor3f(0.0f,0.0f,1.0f); // 設定顏色為藍色

glRotatef(90.0,0.0,0.0,1.0); // 沿Z軸逆時針旋轉90度


DrawTriangle();

glLoadIdentity();


glRotatef(-90.0,0.0,0.0,1.0); // 沿Z軸順時針旋轉90度


DrawTriangle();

glLoadIdentity();


glRotatef(180.0,0.0,0.0,1.0); // 沿Z軸逆時針旋轉180度

DrawTriangle();


glFlush();

}

下圖即為程式之輸出，其中黑色三角形為原三角形，其餘三角形皆由黑三角形轉換所得。紅色三角形為平移後之三角形；第一象限之藍色三角形為改變比例後之三角形。而第二、三、四象限之藍色三角形分別代表黑三角形逆時針旋轉90度、180度及-90度後之三角形。
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3.4 同構座標系統(Homogeneous Coordinates System)
在前一節中，我們對物件轉換引導出一些方程式，但是利用這些代數方程式來處理三個基本的轉換會有許多缺點。除了電腦較不易處理代數符號(變數)外，對每一個基本轉換及連續轉換都需有特定的程式來產生方程式，且我們對連續轉換亦不易找到相反方向之動作(如還原為原物件)之方程式。基本上，我們希望能以矩陣之運算來代表轉換之動作。
我們先定義矩陣方程式。假使p=[x y]代表平面上之一點(x,y)，而另一點p(=(x(,y()=(ax+by,cx+dy)可以2x2矩陣方程式來代表，此2x2矩陣方程式如下：

[x( y(]= [x y]
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我們記做p(=pM，其中，p(=[x( y(], p=[x y], M=
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我們現在想將三個基本轉換寫成2x2矩陣方程式，結果只有改變比例和旋轉這兩個轉換能夠找到相對應之2x2矩陣方程式，而平移則無法找到相對應之2x2矩陣方程式。我們逐項討論如下：
(1) 改變比例
p(= [x( y(]= [x*Sx y*Sy]= [x y]
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(2) 平移
p(= [x( y(]= [x+Tx y+Ty]= [x y]
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(3) 旋轉
p(= [x( y(]= [xcos(θ)-ysin(θ)  xsin(θ)+ycos(θ)]

= [x y]
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我們發現平移之所以無法以2x2矩陣方程式來表示，是因為方程式中有常數項。假使我們加入常數項的考量，將2x2矩陣方程式改成3x3矩陣方程式，則三項基本轉換皆可以3x3矩陣方程式來代表。在介紹此3x3矩陣方程式之前，我們先介紹同構座標系統。

在二度空間內之點(x,y)，我們以向量[xw yw w], w>0來表示。通常我們可視w=1，即為[x y 1]，也就是二度空間內之點(x,y)。因此，x(=ax+by+e, y(=cx+dy+f可以3x3矩陣方程式來示：
[x( y( 1]= [x y 1]
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現在三個基本轉換則可利用3x3矩陣方程式來表示：
(1) 改變比例
p(= [x( y( 1]= [x*Sx y*Sy 1]= [x y 1]
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(2) 平移
p(= [x( y( 1]= [x+Tx y+Ty 1]= [x y 1]
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(3) 旋轉
p(= [x( y( 1]= [xcos(θ)-ysin(θ) xsin(θ)+ycos(θ) 1]

= [x y 1]
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在此，我們將改變比例、平移和旋轉等三個操作，直接對應到矩陣，然後將原座標系統內之點座標乘以此一矩陣，即可求得新的座標點。這些對應矩陣個別是：

(1) S(Sx,Sy)= 
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(2) T(Tx,Ty)= 
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(3) R(θ)= 
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以上所導引出來之3x3矩陣方程式是否正確，我們可藉由一些簡單的運算來檢查。舉例來說，我們知道對某一點(x,y)做S(1,1)之改變比例、T(0,0)之平移和R(0)之旋轉會對應到原來的點，也就是(x(,y()=(x,y)。我們若將Sx=Sy=1帶入改變比例之3x3矩陣方程式，所得之矩陣M為單位矩陣，因此知道     [x( y( 1]=p(=pM=p=[x y 1]，也就是原來的p點經S(1,1)改變比例後對應到同一點。同理，T(0,0)和R(0)所引導出之3x3矩陣方程式所求得之矩陣M皆為單位矩陣，同樣也會將p點對應到自己。
範例 3.2  二度空間的點(1,0)以原點為中心，逆時鐘旋轉90(後的座標應為何？

[image: image166.wmf]
我們由圖 3.18很容易知道旋轉後之座標為(0,1)，其同構座標為[1 0 1]。從公式計算，我們得到
p(= [x( y( 1]= pR((/2)= [1 0 1]
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也就是座標點(1,0)經過逆時鐘旋轉90(後之座標點為(0,1)。
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圖 3.18 點(1,0)逆時鐘旋轉90(
範例 3.3  考慮圖 3.19a之三角形，對此三角形作以下之轉換，並畫出轉換後之三角形：
      (1) S(2,1)。
      (2) T(2,1)。
      (3) R((/2)。
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(c)                                  (d)

圖 3.19 對(a)之三角形作(b)S(2,1) (c)T(2,1) (d)R((/2)
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將各點代入轉換公式，即可求得新座標點。原三角形為
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，也就是其頂點為(2,2), (2,1)和(4,1)；我們採用同構座標，這個三角形頂點的同構座標個別為[2 2 1], [2 1 1]和[4 1 1]，所以此三角形改以(=
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來代表。新三角形((=(M，其中，M為S(2,1), T(2,1)或R((/2)。

(1)  S(2,1)

((= (S(2,1)= 
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 EMBED Equation.3  [image: image178.wmf]ú
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因此，新三角形的頂點的同構座標個別為[4 2 1], [4 1 1]和[8 1 1]，也就是XY平面上頂點為(4,2), (4,1)和(8,1)之三角形(圖 3.19b)。

(2)  T(2,1)

((= (T(2,1)= 
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 EMBED Equation.3  [image: image181.wmf]ú
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因此，新三角形的頂點的同構座標個別為[4 3 1], [4 2 1]和[6 2 1]，也就是XY平面上頂點為(4,3), (4,2)和(6,2)之三角形(圖 3.19c)。

(3)  R(π/2)
((= (R(π/2)= 
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因此，新三角形的頂點的同構座標個別為[-2 2 1], [-1 2 1]和[-1 4 1]，也就是XY平面上頂點為 (-2,2), (-1,2)和(-1,4)之三角形(圖 3.19d)。

範例 3.4  考慮圖 3.19a之三角形，對此三角形作以下之轉換，並畫出轉換後之圖形；同時，驗證與3.3節討論之結果是否相同。
    
  (1) S(-1,1), S(1,0), S(0,0), S(-1,-2)。
  
  
  (2) T(-2,1)。
  

  (3) R(-(/2), R(()。
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同範例 3.3，此三角形以(=
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來代表(如圖 3.19a)。新三角形((=(M，其中，M為S(-1,1), S(1,0), S(0,0), S(-1,-2), T(-2,1), R(-(/2)或R(()。
(1) S(-1,1), S(1,0), S(0,0), S(-1,-2)
((= (S(-1,1)= 
[image: image190.wmf]ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

1

1

4

1

1

2

1

2

2



 EMBED Equation.3  [image: image191.wmf]ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

1

0

0

0

1

0

0

0

1

= 
[image: image192.wmf]ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

-

-

1

1

4

1

1

2

1

2

2


轉換後之圖形為XY平面上頂點為(-2,2), (-2,1)和(-4,1)之三角形，此新三角形為原三角形對Y軸之鏡射(圖 3.20a)。
(((= (S(1,0)= 
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轉換後之圖形為XY平面上(2,0)至(4,0)之線段，也就是原三角形對X軸之投影(圖 3.20b)。
((((= (S(0,0)= 
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經由此轉換，三個端點都投影至原點(圖 3.20c)。
(4(= (S(-1,-2)= 
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轉換後之圖形為XY平面上頂點為(-2,-4), (-2,2)和(-4,-2)之三角形，也就是原三角形對原點鏡射，並沿Y軸放大兩倍(圖 3.20d)。
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   (d)

圖 3.20 對圖 3.19a之三角形作(a)S(-1,1) (b)S(1,0) (c)S(0,0) (d)S(-1,-2) 

(2) T(-2,1)
((= (T(-2,1)= 
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 EMBED Equation.3  [image: image207.wmf]ú
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轉換後之圖形為XY平面上頂點為(0,3), (0,2)和(2,2)之三角形，新三角形為原三角形沿X軸平移-2個單位，並沿Y軸平移1個單位所得到(圖 3.21)。
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圖 3.21 對圖 3.19a之三角形作T(-2,1)
(3) R(-(/2)和R(()

((= (R(-(/2)= 
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轉換後之圖形為XY平面上頂點為(2,-2), (1,-2)和(1,-4)之三角形，新三角形為原三角形逆時針旋轉-(/2度，也就是順時針旋轉(/2度(圖 3.22a)。
((= (R(()= 
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轉換後之圖形為XY平面上頂點為(-2,-2), (-2,-1)和(-4,-1)之三角形，也就是原三角形逆時針旋轉(度之結果(圖 3.22b)。
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(a) 










(b)

圖 3.22 對圖 3.19a之三角形作(a)R(-(/2) (b)R(()
現在，我們先考慮p(=pM，M=T(Tx,Ty)、S(Sx,Sy)或R(θ)的逆矩陣，也就是求M(，使得p=p(M(。由p(=pM得知，pMM-1=p(M-1=p，得到M(=M-1，因此我們考慮T(Tx,Ty)、S(Sx,Sy)及R(θ)之逆矩陣為

T-1(Tx,Ty)=
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S-1(Sx,Sy)=
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, Sx≠0, Sy≠0

R-1(θ)=
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= RT(θ)= R(-θ)

注意到T(Tx,Ty)和R(θ)的逆矩陣皆存在，而S(Sx,Sy)在Sx≠0及Sy≠0的情況下，逆矩陣存在，也就是在考慮逆矩陣時，不能有對X軸投影(Sy=0)、對Y軸投影(Sx=0)或對原點投影(Sx=Sy=0)的情況。

3.5 組合式的轉換

我們在3.3.4中，已對連續轉換有初步的介紹，現在我們要用3x3矩陣方程式來處理連續轉換，問題將變得十分容易。

在上一節中，我們討論過幾何物件以原點為中心做S(Sx,Sy)的比例改變。在此改變中，幾何物件的每個端點皆可能改變位置(圖 3.23a)。現在，我們考慮以某一固定端點(a,b)為中心，對幾何物件沿X軸做Sx比例改變，沿Y軸做Sy比例改變(圖 3.23b)。
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(a) 以原點為中心







  (b) 以(a,b)為中心

圖 3.23 以不同點為中心做S(Sx,Sy)

由我們先前的討論可以得知，要達到此目的，我們需先將座標點(a,b)移成原點，也就是對X、Y軸做T(a,b)平移，相對地就是對物件做T(-a,-b)平移；接著，做S(Sx,Sy)之比例改變；最後，還原為原XY座標系統，也就是對物件做T(a,b)平移。其個別之轉換公式如下：
(1) T(-a,-b)平移
p1= [x1 y1 1]= [x y 1]
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(2) S(Sx,Sy)比例改變
p2= [x2 y2 1]= [x1 y1 1]
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(3) T(a,b)平移
p3= [x3 y3 1]= [x2 y2 1]
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綜合以上所述，我們得到：
p3= p2T(a,b)= p1S(Sx,Sy)T(a,b)= pT(-a,-b)S(Sx,Sy)T(a,b)= pM

我們將三個矩陣方程式所代表之矩陣相乘，得到的連續轉換矩陣為：

M= T(-a,-b)S(Sx,Sy)T(a,b)= 
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所以，針對此轉換的矩陣方程式為
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，而經由連續轉換後之同構座標　[x3 y3 1]為[x y 1]
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，(x3,y3)即為轉換後之座標。

我們亦可以代數方程式來表達，這些代數方程式為：
x3= xSx-aSx+a= (x-a)Sx+a

y3= ySy-bSy+b= (y-b)Sy+b

注意到任何二度空間之連續轉換皆可以一個3x3的矩陣來代表其轉換，且此矩陣內之數值僅需計算一次，如此可節省許多計算。舉例來說，假使我們要針對一個n邊形做以上所提之連續轉換，也就是p3=pT(-a,-b)S(Sx,Sy)T(a,b)，若每一點都代以上公式由左而右計算n邊形之n個端點，則每一次1x3的點矩陣乘以3x3的轉換矩陣之計算(如pT(-a,-b))，須9個乘法及6個加法；經過3個轉換則須27個乘法和18個加法；若是n個點的轉換則須27n個乘法和18n個加法，可說是十分費時。

現在我們考慮先將p3=pT(-a,-b)S(Sx,Sy)T(a,b)=pM中之M求出，再計算每一點之轉換。兩個3x3的轉換矩陣相乘須27個乘法及18個加法，求出M則須54個乘法和36個加法。M求出後每個座標之轉換須9個乘法和6個加法，所以整個n邊形之轉換須54+9n個乘法和36+6n個加法。比較前述須27n個乘法和18n個加法之方法，當n>3時即可節省一些計算，尤其當轉換的點數增加時，更凸顯出先計算轉換矩陣的重要。

考慮連續轉換p(=pM=pM1M2…Mn，其中Mi為基本轉換T(Tx,Ty)、S(Sx,Sy), Sx≠0, Sy≠0或R(θ)，我們想求逆轉換，也就是求M(，使得p=p(M(。由p(=pM=pM1M2…Mn，可得
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因而求得
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。針對本節一開始的例子，p3=pM=pT(-a,-b)S(Sx,Sy)T(a,b)，式子中想求其逆轉換p3M(=p，由以上討論可以得到

M(=T-1(a,b)S-1(Sx,Sy)T-1(-a,-b)
=
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範例 3.5  考慮圖 3.24之長方形，其左下角之座標為(a,b)，右上角之座標為(c,d)，其中a+c和b+d為偶數，現在我們想以此長方形之中心點為中心，放大此長方形為邊長為原來得兩倍，則：
    
  (1) 此轉換之轉換矩陣為何？
      (2) 相對的轉換代數方程式為何？
          (3) 對放大後之長方形做逆向轉換(也就是還原為原長方形)，其逆向轉換矩陣為何？
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圖 3.24 左下及右上座標為(a,b), (c,d)之長方形
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(1) 首先，做T
[image: image250.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

+

-

2

d

b

,

2

c

a

平移

p1= [x1 y1 1]= [x y 1]
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= pT
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其次，做S(2,2)比例改變

p2= [x2 y2 1]= [x1 y1 1]
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最後，做T
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p3= [x3 y3 1]= [x2 y2 1]
[image: image255.wmf]ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

+

+

1

2

d

b

2

c

a

0

1

0

0

0

1


= p2T
[image: image256.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

2

d

b

,

2

c

a


由以上之步驟，我們可以合併其轉換如下：

p3= p2T
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= pM

因此，我們可以得到連續轉換之矩陣為

M= T
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(2) 現在，我們可由連續轉換矩陣M來求得轉換後之矩陣

p3= [x3 y3 1]= pM= [x y 1]
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因此，其代數方程式為
x3= 2x-
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y3= 2y-
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(3) 我們已將原長方形放大為原來的四倍(邊長為原來的兩倍)，若要把放大之長方形還原，我們仍然可由連續轉換求得逆向轉換之矩陣。由p3=pM=pT
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的式子，可以很容易求得逆向轉換之矩陣：
p3M-1= pMM-1= pI= p，因此

M-1=
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現在，我們可利用M-1求得逆向轉換

p= [x y 1]= p3M-1= [x3 y3 1]
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得到代數方程式如下：

x= 
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上式與(2)中求得式子之方法實際上是相同的，不同的只是上式是由(x3,y3)求得(x,y)，而(2)中是由(x,y)求得(x3,y3)。
( 練習 對圖 3.7之三角形
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，做以下轉換

(1) 以(1,1)為中心，做R(π/2)之轉換。

(2) 以x=1為對稱軸，做相同大小之鏡射。
(3) 以(1,1)為中心，做相同大小之鏡射。
(4) 對(1)、(2)、(3)中之轉換動作做逆向轉換。

OpenGL  篇

本節OpenGL篇將介紹如何用OpenGL指令作連續轉換的應用。

OpenGL 函式介紹
void glRect{s,i,f,d}(TYPE x1, TYPE y1, TYPE x2, TYPE y2);

void glRect{s,i,f,d}v(TYPE *v1, TYPE *v2);

繪製一個長方形的函式。
參數
此函式的參數數值之型態(type)，可為正整數(s)、整數(i)、浮點數(f)、倍精確度浮點數(d)，需參考函數名稱後之{s,i,f,d}而定。其中，(x1,y1)表示長方形左下角端點之座標，而(x2,y2)表示右上角端點之座標。另外，當我們使用glRect{s,i,f,d}v(type *v1,type *v2)時，其參數v1、v2，分別表示長方形中的左下角及右上角端點之座標向量。

範例：
glRectf(2.0,2.0,5.0,5.0); // 繪製一個長方形，其四個端點各為(2.0,2.0), (5.0,2.0), (5.0,5.0), (2.0,5.0)
程式 3.3 以範例 3.5為例，考慮圖 3.24之長方形，其左下角之座標為(50,80)，右上角之座標為(130,140)，以長方形之中心點為中心，放大此長方形之邊長為原來的兩倍。

void CALLBACK display(void)
{ 


// 設定此長方形左下角與右上角兩點座標分別為(a,b)=(50,80),(c,d)=(130,140) 

GLfloat a=50.0,b=80.0,c=130.0,d=140.0,p,q; 


glClear(GL_COLOR_BUFFER_BIT|GL_DEPTH_BUFFER_BIT);


glLoadIdentity(); // 設定矩陣為單位矩陣


// 繪製原長方形

glColor3f(1.0f,0.0f,0.0f); // 設定顏色為紅色
glRectf(a,b,c,d); 

// 繪製放大後之長方形

p=(a+c)/2;  q=(b+d)/2;

glColor3f(0.0,0.0,1.0); // 設定顏色為藍色

glTranslatef(p,q,0.0);  // 3.將中心點移回(90,110)

glScalef(2.0,2.0,1.0);  // 2.將長方形邊長放大兩倍

glTranslatef(-p,-q,0.0); // 1.將中心點(90,110)移至原點

glRectf(a,b,c,d);

glFlush();
}

下圖即為程式之輸出，其中紅色長方形為原長方形，而紅色與藍色合起來之部分則為以原長方形中心點為中心，放大邊長兩倍後之長方形。
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注意到在3.5節中，我們提到新點p3是由原來之點p做T(-p,-q)之平移，再做S(2,2)之比例改變，最後做T(p,q)之平移，以公式表示為
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其中，
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應加 3.3 下列未完成(p37 backpage)
由於我們描述之點以1x3之列表達，若是以3x1之行來表達，則平移改變比例及旋轉將有所改變。

原本的轉換取反置矩陣即可得到新的公式，也就是假若M為T(Tx,Ty)
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其中
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此順序則與我們程式中之順序相等，在程式中，我們M之求法是依下列順序。

glLoadIdentity();

glTranslate(p,q,0.0);

glScale(2.0,2.0,1.0);

glTranslate(-p,-q,0.0);

3.6 其他的轉換

現在我們考慮另一種轉換，稱做修剪轉換(Shear Transformation)。考慮某一個點(x,y)，我們想求此點沿X軸方向做某些程度的平移，平移後的y值不變。也就是我們想找一個轉換矩陣，使得
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以圖 3.25a為例，我們對一固定值θ，想針對x值增加y tanθ，寫成矩陣式，可得
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(a)









(b)
圖 3.25 修剪轉換
注意到當y之絕對值愈大，所平移的距離愈遠，圖 3.26a中之圖，經由矩陣M之轉換，則會得出如圖 3.26b之結果。基本上我們經由此轉換，可將正楷的字型轉換成斜體字。

同理，我們想沿Y軸方向做某些程度的平移，平移後的x值不變(如圖 3.25b及圖 3.26c)，而對一固定(值，對y增加x tan(，所得之轉換矩陣則為：
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我們亦可同時對X軸和Y軸做不同角度之平移(如圖 3.26d)，其轉換矩陣為：
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  (a) 原物件 






(b) 沿X軸做平移
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(c) 沿Y軸做平移 




(d) 沿X軸及Y軸做平移

圖 3.26 物件對X軸或(且)Y軸做修剪轉換之結果

程式 3.4 在平面座標上繪製一”P”，其中端點分別為(-5.0,15.0),(-5.0,-28.0),(5.0,-28.0),(5.0,-5.0),(25.0,-5.0), (25.0,15.0)，對此”P”做以下動作並觀察其變化：

　　　　 (1) 對X軸做cot 45(之修剪轉換。

         (2) 對Y軸做cot 30(之修剪轉換。

         (3) 對X軸做cot 45(且對ｙ軸做cot 30(之修剪轉換。

 void CALLBACK display(void)
{

GLdouble Pi=3.141592653, Theta1=Pi/4=45.0f, Theta2=Pi/6=30.0f;


glClear(GL_COLOR_BUFFER_BIT);


// 於左上角繪製原”P”

glLoadIdentity();


glTranslatef(-60.0f,40.0f,0.0f);


Draw_Axis(); // 繪製座標軸及”P”

// 於右上角繪製沿X軸做修剪轉換之結果-- x'=x+y*cot(45), y'=y


m[4]=(GLfloat) (tan(Theta1)); // 設定m[4]為cot 45(

glLoadIdentity();


glTranslatef(40.0f,40.0f,0.0f);


Draw_Axis();


glColor3f(0.0f,0.0f,1.0f); // 設定顏色為藍色


glMultMatrixf(m); // 更改轉換矩陣之內容，詳細說明請參閱第五章

Draw_P();


// 於左下角繪製沿Y軸做Shearing之結果-- x'=x, y'=x*cot(30)+y


m[1]=(GLfloat) (tan(Theta2)); // 設定m[1]為cot 30(

m[4]=0; // 設定m[4]為0


glLoadIdentity();


glTranslatef(-60.0f,-50.0f,0.0f);


Draw_Axis();


glColor3f(1.0f,0.0f,0.0f); // 設定顏色為紅色


glMultMatrixf(m);


Draw_P();


// 於右下角繪製沿X軸及Y軸做Shearing之結果-- x'=x+y*cot(45), y'=x*cot(30)+y


m[4]=(GLfloat) (1/(tan(Pi/180)*Theta1)); // 將m[4]設為cot 45(，此時m[1]仍為cot 30(

glLoadIdentity();


glTranslatef(40.0f,-50.0f,0.0f);


Draw_Axis();


glColor3f(0.0f,0.0f,0.0f); // 設定顏色為黑色


glLineWidth(2.0f); // 將線段加寬


glMultMatrixf(m);


Draw_P();


glLineWidth(1.0f); // 恢復線段寬度

glFlush();

}
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上圖即為程式之輸出，其中左上角為原來之”P”，右上角為”P”沿X軸做修剪轉換之結果，左下角為”P”沿Y軸做修剪轉換之結果，右下角則為”P”沿X軸及Y軸做修剪轉換之結果；注意到右下角的”P”有翻轉的效果，主要是因為在第二及第四象限的點，其x與y之值為異號，其轉變後之點並不固定。舉例來說，假設(x,y)為第二象限之點(x<0,y>0)，若y cot45(>x且y>x cot30(，則x’及y’皆為正數，亦即為第一象限之點；同理，當x及y之值做些許變化時，x’及y’亦可為不同之結果。然而第一及第三象限的點，則因為座標值為同號，若做修剪轉換的角度適當(0(~90()，不使其cot值為負數，則新的座標點亦會在同一象限。

OpenGL  進階篇

在本章中，我們瞭解到OpenGL繪製一般幾何圖形的函式，及其在空間上的轉換，也就是對物件做縮放、平移與旋轉的函式。除此之外，我們將介紹一些有關繪製幾何圖形的額外函式。如設定畫點的大小、線段的粗細、多邊形的形態等等。

這些函式包括了glPointSize()、glLineWidth()、glLineStipple()、glPolygonMode()及glFrontFace()等，其中glPointSize()及glLineWidth()已於前面部份介紹過了，再此我們將介紹其餘的三個函式。

OpenGL 函式介紹
void glLineStipple(GLint factor ,GLushort pattern);

設定繪製線段的格式。

參數：
pattern：

表示一個16個位元的參數，以16進位表之，而繪製方式是由低位元至高位元(數字由右至左)，若該位元為1即畫出；位元為0時則為空白。如0x00FF表為0000000011111111，畫出之線段為________        。

factor：

用來擴展pattern中連續0與1的個數之參數值，假設pattern中有三個連續的1，則當factor為2的時候，會被擴展為連續六個1。

說明：

此函數需先使用glEnable(GL_LINE_STIPPLE)去啟動設定，glDisable(GL_LINE_STIPPLE)則用來關閉設定。另外此繪製線段格式的方式，為從低位元開始繪起，遇1即繪出像素點，0則不繪。
範例：

以下為一些pattern與factor的參數值及其對應的線段型態。如果我們想在程式中設定線段格式之pattern為0x00FF，factor為1，則可以glLineStipple(1,0x00FF)設定。

	pattern
	factor
	線段表示

	0x00FF
	1
	________        ________        ________        

	0x00FF
	2
	________________                ________________

	0x0C0F
	1
	____      __    ____      __    ____      __    

	0x0C0F
	2
	________            ____        ________        

	0xAAAA
	1
	 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

	0xAAAA
	2
	  __  __  __  __  __  __  __  __  __  __  __  __

	0xAAAA
	3
	   ___   ___   ___   ___   ___   ___   ___   ___

	0xAAAA
	4
	    ____    ____    ____    ____    ____    ____


void glPolygonMode(GLenum face ,GLenum mode);

設定一個多邊形的繪製格式。
參數：
face：

為GL_FRONT_AND_BACK、GL_FRONT和GL_BACK三種，用來指定多邊形的正面或背面，而模式則由mode決定。

mode：

為GL_POINT、GL_LINE和GL_FILL三種模式，其中GL_POINT為以繪出頂點的方式描述多邊形；GL_LINE是以繪出邊長的方式繪製多邊形；GL_FILL則是以填滿的方式繪製多邊形。

此函式預設之face及mode分別為GL_FRONT_AND_BACK和GL_FILL，也就是多邊形的兩面都是以填滿的方式繪製。

範例：

glPolygon(GL_FRONT,GL_LINE); // 設定多邊形的正面以繪出邊長來表示(如下圖)

glBegin(GL_POLYGON);

glVertex2f(10.0,10.0);
glVertex2f(20.0,10,0);

glVertex2f(20.0,20.0);
glVertex2f(10.0,20.0);

glEnd();

void glFrontFace(GLenum mode);

設定多邊形的正面方向。

參數：

mode：

有GL_CCW和GL_CW兩種。GL_CCW為預設值，設定多邊形的正面是在視窗座標中，依多邊形端點之排列順序的逆時鐘方向投影，而GL_CW即是順時針方向的投影為正面。

程式 3.5 撰寫一個程式，利用glLineWidth()及glLineStipple()來繪製六種不同格式與寬度之線段；同時利用glPolygonMode()中的三種模式繪製三種不同模式之五邊形。

#define drawOneLine(x1,y1,x2,y2) 

   glBegin(GL_LINES);

       glVertex2f((x1),(y1));

       glVertex2f((x2),(y2)); glEnd();

void drawPentagon(void) // 繪製五邊形之副程式
{

glBegin(GL_POLYGON); // 利用畫多邊形的方式來畫五邊形

glVertex2f(40.0f,225.0f); // 構成五邊形的五個端點

glVertex2f(120.0f,225.0f);


glVertex2f(150.0f,320.0f);


glVertex2f(80.0f,375.0f);


glVertex2f(10.0f,320.0f);


glEnd();
}

void CALLBACK display(void)
{ 


glClear(GL_COLOR_BUFFER_BIT|GL_DEPTH_BUFFER_BIT);

// 分別以不同之線段格式及線段寬度繪製線段

// 繪製第一行之線段

glColor3f(0.0f,0.0f,1.0f); // 設定顏色為藍色

glEnable(GL_LINE_STIPPLE); // 開啟改變線段格式的功能

glLineStipple(1,0x0101); // 設定線段的格式

drawOneLine(25.0,25.0,175.0,25.0); // 畫一條線段從點(25.0,25.0)到點(175.0,25.0) 

    glLineStipple(1,0x0F0F); // 設定線段的格式
drawOneLine(175.0,25.0,325.0,25.0); // 畫一線段從點(175.0,25.0)到點(325.0,25.0) 


// 繪製第二行之線段

glColor3f(0.0f,0.0f,0.0f); // 設定顏色為黑色
    glLineWidth(5.0); // 設定線段寬度為5.0個像素

glLineStipple(1,0x0101); // 設定線段的格式

drawOneLine(25.0,75.0,175.0,75.0); // 畫一條線段從點(25.0,75.0)到點(175.0,75.0) 

    glLineStipple(1,0x0F0F); // 設定線段的格式

drawOneLine(175.0,75.0,325.0,75.0); // 畫一線段從點(175.0,75.0)到點(325.0,75.0) 

    // 繪製第三行之線段

glColor3f(1.0f,0.0f,0.0f); // 設定顏色為紅色

glLineWidth(1.5); // 設定線段寬度為1.5個像素

glLineStipple(5,0x0101); // 設定線段的格式；設定factor=5
drawOneLine(25.0,125.0,175.0,125.0); // 畫一線段從點(25.0,125.0)到點(175.0,125.0)

    glLineStipple(5,0x0F0F); // 設定線段的格式
drawOneLine(175.0,125.0,325.0,125.0); // 畫一線段從點(175.0,125.0)到點(325.0,125.0) 
glDisable(GL_LINE_STIPPLE); // 關閉設定線段格式的功能


// 以不同模式繪製五邊形

glColor3f(1.0f,0.0f,0.0f); // 設定顏色為紅色
    drawPentagon(); // 畫五邊形(由於預設值為GL_FILL，所以此五邊形是以填滿之方式繪製)

glColor3f(0.0f,0.0f,1.0f); // 設定顏色為藍色

glTranslatef(150.0,0.0,0.0); // 向X方向平移150個單位

glPolygonMode(GL_FRONT,GL_LINE); // 設定五邊形以線段繪製

drawPentagon();


glColor3f(0.0f,0.0f,0.0f); // 設定顏色為黑色

glTranslatef(160.0,0.0,0.0); // 向X方向平移160個單位

glPointSize(5.0); // 設定點的大小為5.0個像素

glPolygonMode(GL_FRONT,GL_POINT); // 設定五邊形的格式為以點表示

drawPentagon();

glPolygonMode(GL_FRONT,GL_FILL); // 還原為預設值


glFlush()
};
下圖即為程式之輸出，其中之線段分別代表不同的寬度及線段格式；而五邊形的繪製格式分別為GL_FILL(紅色填滿)、GL_LINE(藍色線段)及GL_POINT(黑色點)。
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